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基于奇异值分解的电网谐振频率灵敏度分析方法
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摘要：随着电网中电力电子装备渗透率的不断提高，电网谐振现象日益严重，严重影响电力设备正常工作和电力系统

安全运行。针对现有模态频率灵敏度计算方法存在适用场景有限问题提出了基于奇异值分解（singular value decomposi⁃
tion， SVD）的电网谐振频率灵敏度分析方法。详细给出了该方法提出的依据和过程，采用非齐次公式求解关键变量表

达式，避免了频率分辨率的影响，提高了计算精度，并有效克服了模态频率灵敏度不能分析支路电流谐振特点的不

足。算例分析表明，在低频和中高频谐振两个案例下，所提方法能够分析网络元件参数对谐振频率的影响，并实现元

件参数对谐振频率影响的量化。
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Sensitivity Analysis Method for Resonant Frequency of Power Grids Based 
on Singular Value Decomposition
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Abstract：With the increasing penetration rate of power electronic equipment in power grid, the resonance phenomenon of power grid 
is becoming more and more serious, which seriously affects the normal operation of power equipment and the safe operation of power 
system.  A resonance frequency sensitivity analysis method for power grid based on singular value decomposition (SVD) is proposed 
to address the limited applicability of existing modal frequency sensitivity calculation methods.  The basis and process of the proposed 
method are given in detail.  The non-homogeneous formula is used to solve the key variable expression, which avoids the influence of 
frequency resolution, improves the calculation accuracy, and effectively overcomes the deficiency that the modal frequency sensitivity 
cannot analyze the characteristics of branch current resonance.  Numerical examples analysis shows that the proposed method can 
analyze the influence of network component parameters on the resonant frequency and quantize the influence of component 
parameters on the resonant frequency in two cases of low frequency and medium-high frequency resonance.
Key words：power quality； resonance analysis； frequency sensitivity； singular value decomposition

0　引言

随着“双碳”目标的提出，风能、光伏等波动

性、间歇性新能源的渗透率和源-网-荷中电力电子

化程度不断提高，电力系统正朝着高比例可再生能

源和高比例电力电子设备的“双高”方向发展［1-4］。
随着我国以新能源为主体的新型电力系统建设进程

的不断加速，电力系统“双高”趋势愈加明显，系统

中电能质量扰动源显著增多。然而由于电网结构的

日益复杂化，电网中谐波谐振现象频繁发生［5-6］。
网络谐振引起的谐振频率点附近谐波放大现象频繁

发生，导致经常出现严重的谐波谐振问题，危害电
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力设备的正常工作和电力系统的安全稳定运行［7-9］。
当前用于谐振分析的方法主要是谐振模态分析

法，谐振模态分析法是提取临界模态、分析动态响

应的有效工具［10-14］。文献［15］定义模态频率灵敏度

是系统谐振频率对网络元件参数的敏感程度，可以

量化分析元件参数对谐振频率影响。模态频率灵敏

度分析是谐振模态分析法的重要组成部分，对系统

的参数设置和稳定性优化有较好的指导意义［16-18］。
在文献［15］的基础上，为避免计算过程中受频率分

辨率的影响，文献［19］提出了一种改进的模态频率

灵敏度计算方法，通过转换关键未知变量表达式进

行求解，减小了频率分辨率的影响，精度得到

提高。

基于特征值分解的模态频率灵敏度分析由于其

数学特性仅能分析网络节点数与支路数相等的网

络，即网络矩阵为方阵。在实际电网中，网络中的

节点数与支路数一般情况下并不相等，因此利用传

统的模态频率灵敏度分析方法不能分析此类非方阵

情况。奇异值分解技术在数学特性上对任意非零矩

阵均适用，因此奇异值分析方法不受传递矩阵形式

的限制，相比于模态分析法适用性更强，可以更全

面地得到网络谐振的规律［20］。文献［21-22］提出了

一种基于奇异值分解的谐波谐振分析方法，然而该

方法仅考虑了系统最大奇异值与元件参数间的关

系，而未考虑系统元件参数对系统谐振频率的影

响，不能从调整网络参数层面实现系统谐振抑制。

基于上述背景，本文提出了一种基于奇异值分

解 的 电 网 谐 振 频 率 灵 敏 度 分 析（singular value 
decomposition frequencies sensitivity， SVDFS）方

法，该方法基于奇异值分解的结果采用非齐次公式

求解关键变量表达式，可以从节点电压和支路电流

两个层面计算出谐振频率对网络元件参数的灵敏

度，从而量化分析元件参数对系统谐振频率的影

响。该方法克服了模态频率灵敏度分析不能分析支

路电流谐振特点的不足，可以全面地分析得到网络

谐振的规律，最后以 IEEE14 节点配电网为例验证

了该方法的有效性，为识别引起谐振的主要元件和

设计谐振抑制方案提供了理论基础和依据。

1　基于奇异值的频率灵敏度谐振影响因素

分析方法

在频率 f下，假定输入与输出之间的传递矩阵

为m×n阶矩阵G，其中m和 n分别为矩阵G的输出

与输入变量的数量。根据奇异值分解理论，G矩阵

可以分解成以下形式［20， 23-24］。

G = U é
ë
êêêê ù

û
úúúú

∑∑ 0
0 0 W T = ∑

i = 1

p

σ iu iwT
i （1）

式中：U为 m×m的酉矩阵；WT 为 n×n的酉矩阵；

∑∑=diag （σ1， σ2， ⋯，σi，⋯，σp） ，其中 p为矩

阵G的秩，σi为矩阵G的奇异值且按降序排列，即

σ1≥σ2≥ ⋯ ≥σp>0；ui、wi分别为矩阵G的左、右奇

异向量。

因此，在对矩阵G作奇异值分解后，通过获得

的奇异值和左、右奇异向量可以实现对原矩阵重

构。从式（1）中可以看出，矩阵G最大奇异值σ1及

其左、右奇异向量u1、w1对重构矩阵贡献最大。因

此可以得到近似后的表达式［20， 25］如式（2）所示。

A = GB ≈ σ1u1wT1 B （2）
式中 A＝［A1，A2，⋯，Am］

T 和 B＝［B1，B2，⋯，

Bn］
T 分别为在频率 f下由输出、输入变量组成的

向量。

根据泰勒定理，最大奇异值 σ1 关于 f的偏导

数为：
∂σ1∂f ( f0 + Δf，α0 + Δα) ≈ ∂σ1∂f ( f0，α0 ) +

∂2σ1∂f 2 ( f0，α0 )Δf + ∂2σ1∂f∂α ( f0，α0 )Δα
（3）

式中：f0为谐振频率；Δf为谐振频率变化；α0为网

络元件参数；Δα为参数 α的变化部分。考虑到
∂σ1∂f ( f0，α0 )=0， ∂σ1∂f ( f0 + Δf，α0 + Δα)=0， 可 以

得到基于奇异值分解的频率灵敏度 S的表达式［19］如
式（4）所示。

S = df
dα ( f0，α0 ) = limΔα → 0

Δf
Δα = -

∂2 ||σ1∂f∂α ( )f0，α0

∂2 ||σ1
∂f 2 ( )f0，α0

（4）

根据奇异值分解，奇异值 σ1 相对频率 f的导

数为：
∂σ1∂f = uT1

∂X
∂f w1 （5）

式中：u1、w1分别为奇异值分解所得左、右奇异向

量uk、wk的第一列向量；X为传递函数矩阵。

将式（5）中σ1对 f求偏导，可得：
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∂2σ1∂f 2 = ∂uT1∂f
∂X
∂f w1 + uT1

∂2X
∂f 2 w1 + uT1

∂X
∂f

∂w1∂f （6）
式中∂2X/∂f2和∂X/∂f均可通过将X对频率 f求导得到。

最大奇异值σ1相对网络元件参数α的导数为：
∂σ1∂α = uT1

∂X
∂α w1 （7）

类似地，将式（7）中σ1对频率 f求偏导，可得：

∂2σ1∂f∂α = ∂uT1∂f
∂X
∂α w1 + uT1

∂2X
∂f∂α w1 + uT1

∂X
∂α

∂w1∂f   （8）
由于在奇异值分解过程中，uT1、w1均只能表示

为每个频率下的值形式，然而在谐振影响因素分析

中将频率 f作为一个自变量，无法通过推导计算得

到其对频率 f的偏导。因此∂uT1/∂f、∂w1/∂f均为未知

数，在计算过程中需要将其进行简化替代。

根据奇异值分解性质，有：

(XTX )w1 = σ21w1 （9）
(XXT )u1 = σ21u1 （10）

将式（10）求转置可得：

uT1 (XXT ) = σ21uT1 （11）
式（11）关于频率 f求导可以得到：

(XTX ) ∂w1∂f +
∂( )XTX

∂f w1 = ∂σ21∂f w1 + σ21
∂w1∂f   （12）

式（12）可以用∂w1/∂f作为变量整理成一个非齐

次形式如下。

(XTX - σ21E) ∂w1∂f = ∂σ21∂f w1 -
∂( )XTX

∂f w1  （13）
式中E为单位矩阵，左右奇异向量是每个奇异值唯

一的单位向量，其对 f的偏微分也是唯一的。对式

（13）进行求解可以得到：

(XTX - σ21E) ∂w1∂f = 2σ1(uT1
∂X
∂f w1 )w1 -

∂( )XTX
∂f w1

（14）
其中由式（5）可知uT1

∂X
∂f w1是一个数。

因此可得：

          ∂w1∂f = ( )XTX - σ21E
-1

×       

              
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú2σ1( )uT1

∂X
∂f w1 w1 -

∂( )XTX
∂f w1 （15）

类似地，可以用∂uT1/∂f作为变量整理成一个非

齐次形式如下。

∂uT1∂f (XXT - σ21E) = ∂σ21∂f uT1 - uT1
∂( )XXT

∂f   （16）

也可以得到∂uT1/f的表达式如下。

∂uT1∂f =
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú2σ1( )uT1

∂X
∂f ww1 uT1 - uT1

∂( )XXT

∂f ×

             ( )XXT - σ21E
-1

（17）

将式（15）和式（17）代入式（6）和式（8）中，可以

得到∂2σ1/∂f2和∂2σ1/∂f∂α的表达式，进而可以得到式

（4）无需任何近似过程的表达式。

2　基于奇异值的频率灵敏度谐振影响因素

分析应用

在实践中，网络元件参数α通常用矩阵Y和YB

中的等效导纳（Yeq=G+jB）或阻抗（Zeq=R+jX）表示，

其中Y为节点导纳矩阵，YB为支路电流向量 IB与节

点电压向量V之间的导纳矩阵［11］。因此从本节起用

Yeq替代参数α。
在对谐振影响分析时分为两种情况，一种是节

点电压的谐振影响因素分析，另一种是支路电流的

谐振影响因素分析。而基于奇异值分解的频率灵敏

度谐振影响因素分析方法对这两种情况均适用，仅

传递函数矩阵X有不同。在对节点电压的谐振影响

因素分析时，传递函数矩阵X表示的是阻抗矩阵Z，
Z=Y-1；在对支路电流的谐振影响因素分析时，传

递函数矩阵X表示的是YBY
-1［20］。因此，在对式（8）

中∂X/∂Yeq的表达式推导时结果有所不同。

在对节点电压的谐振影响因素分析时，

∂X
∂Yeq

= ∂Z
∂Eij

⋅ ∂Eij∂Yeq
= -Y -1 ∂Y

∂Eij
Y -1 ⋅ ∂Eij∂Yeq

（18）
式中Eij为YY与Yeq相关联的内容，即一个中间量。

在对支路电流的谐振影响因素分析时，

∂X
∂Yeq

= ∂XB∂EB，ij
⋅ ∂EB，ij∂Yeq

= ∂YB∂EB，ij
Y -1 ⋅ ∂EB，ij∂Yeq

-

YBY -1 ∂Y
∂Eij

Y -1 ⋅ ∂Eij∂Yeq

（19）

式中EB，ij为YB与Yeq相关联的内容，即一个中间量。

而∂2X/∂f∂Yeq可通过∂X/∂Yeq对 f进行求导得到。

此时，我们可通过式（4）计算得到灵敏度 S。但

由于 S和Yeq均为复数，且复数的导数较为复杂，为

了解决这个问题我们做出如下假设。

S = Sr + jS i， Yeq = G + jB， F = || f 2
（20）

式中：Sr和 Si分别为灵敏度 S的实部和虚部；Yeq为

等效导纳；G和B分别为等效电导、等效电纳；f为
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频率。

当仅考虑等效电纳变化量∆B变化时，有：

ΔF = |f + Δf|2 - |f|2

      = |f + j(S r + jS i )ΔB|2 - |f|2

      = -2fS iΔB + (S 2
r + S 2

i )ΔB2
（21）

令∆B→0，可以得到：
∂F
∂B = -2fS i （22）

将式（22）代入∂f/∂B的表达式，可得：

∂f
∂B =

∂ || f
∂B =

d || f
dF

∂F
∂B = -S i （23）

类似地，我们可以得到：

∂f
∂G =

∂ || f
∂G =

d || f
dF

∂F
∂G = S r （24）

类似地，在一个等效阻抗为 Zeq=R+jX的电路

中，其中R和X分别为等效电阻和电抗，可得到如

下推论。

∂f
∂X = -2S rRX - S i (X 2 - R2 )

(R2 + X 2 )2 （25）
∂f
∂R = S r (X 2 - R2 ) - 2S iRX

(R2 + X 2 )2 （26）
最后，将从式（23）—（26）中获得的灵敏度 S作

归一化后可得灵敏度Snorm表达式为：

Snorm = ∂f
∂α

|

|

|
||
|

norm = ∂f
f

∂α
α = ∂f

∂α ⋅ αf （27）
式中∂f/f和∂α/α分别为频率和网络参数的相对变化。

由式（27）可知，只需将计算得到的频率灵敏度

乘以网络参数的原始值再除以频率大小即可进行归

一化。归一化的灵敏度是相对单位的灵敏度指标，

而不是实际的灵敏度指标。使用归一化后的灵敏度

比实际灵敏度更有物理意义，并可以使不同类型参

数的灵敏度具有可比性。

基于奇异值分解的电网谐振频率灵敏度分析方

法计算流程图如图1所示。

如图 1所示，本文网络元件频率灵敏度计算流

程为：首先获取电力系统网络的拓扑结构，根据拓

扑结构建立谐波观测量与谐波激励源之间的传递函

数矩阵，再将传递函数矩阵进行奇异值分解，将分

解结果代入到基于奇异值分解的电网谐振频率灵敏

度分析方法中，判断是节点电压还是支路电流的频

率灵敏度分析，再代入到相应的计算表达式，最后

得到归一化后的网络元件频率灵敏度。

3　案例分析与仿真验证

本节以修改后的 IEEE14 节点配电网络为研究

对象，研究网络元件参数对谐振频率的影响，验证

基于奇异值分解的电网谐振频率灵敏度分析方法的

有效性。拓扑结构如图 2 所示，该系统由 14 个节

点，28条支路构成，包括恒功率负载、单调谐滤波

器、传输线路，及以 3条传输线路为例的对地分布

电容等。由于在分析支路电流的谐振特性时，传递

函数矩阵是 28×14阶的非方阵，因此无法使用传统

模态频率灵敏度分析法，此时采用本文提出的基于

奇异值分解的电网谐振频率灵敏度分析方法。

IEEE14 节点配电网络中部分参数如表 1 所示［26］，
其中以 5次谐波为例设置单调谐滤波器的参数。本

文后续对线路和单调谐滤波器参数进行了简化，并

以其所在的数字命名，Li-j为节点 i和 j之间的线路

电感，Ri为节点 i处的单调谐滤波器的电阻，Li为节

点 i处的单调谐滤波器的电感，Ci为节点 i处的单调

谐滤波器的电容，Ci-ji为节点 i和 j间线路靠近节点 i
的对地分布电容。

图1　网络元件频率灵敏度计算流程图

Fig.  1　Flow chart of network component frequency sensitivity 
calculation

88



第 1 期 朱远哲， 等： 基于奇异值分解的电网谐振频率灵敏度分析方法

对此案例作奇异值分解的结果如图 3所示，其

中 14 条曲线分别指的是按降序排列的奇异值 σ1—

σ14曲线，即σ1为最大奇异值曲线。从分解结果可

知此系统在低频和中高频均有谐振尖峰，初步分析

此系统低频谐振与系统中滤波器及无功功率补偿装

置有关，而中高频谐振主要与传输线路的对地分布

电容有关。由于篇幅有限，本节分别在低频和中高

频中各取一个谐振峰值作为案例进行分析，谐振频

率分别为166. 38 Hz和3 487. 9 Hz。
根据提出的 SVDFS 计算方法计算出谐振频率

对各参数的敏感程度。为了便于不同类型参数进行

比较及对灵敏度大小进行排序，还给出了归一化后

的计算结果，如表2所示。

从表 2 可知，在谐振频率为 166. 38 Hz 时，归

一化后的线路电感 L2-6、L1-2和 L1-3具有更高的频率

灵敏度；而在谐振频率为 3 487. 9 Hz时，归一化后

的线路对地分布电容C1-42、C1-22和线路电感 L4-12具

有更高的频率灵敏度。

通过仿真验证如下，在 0. 2 s时分别向节点 1注

入频率为 166. 38 Hz 和 3 487. 9 Hz 的谐波电流，各

电气元件的响应如图4—5所示。

图2　修改后的 IEEE 14节点配电网络

Fig.  2　Modified IEEE 14-node distribution network

表1　IEEE14节点配电网络部分参数

Tab.  1　IEEE 14-node distribution network partial parameters

参数名称

L1-2/mH

L1-3/mH

L2-5/mH

L2-6/mH

L3-8/mH

L3-11/mH

L4-12/mH

L13-14/mH

R7/Ω
R10/Ω
R13/Ω
R14/Ω

数值

1. 684
1. 852
3. 031
1. 852
1. 516
1. 852
2. 021
0. 674
0. 011
0. 006
0. 021
0. 011

参数名称

L7/mH

L10/mH

L13/mH

L14/mH

C7/μF

C10/μF

C13/μF

C14/μF

C1-22/μF

C1-32/μF

P7（Load1）/kW

P9（Load4）/kW

数值

0. 37
0. 20
0. 67
0. 22
1 200
2 000
600

1 800
2

1. 8
1. 5
4. 5

图3　IEEE14节点配电网络奇异值分解分析结果

Fig.  3　Results of singular value decomposition analysis of IEEE 
14-node distribution networks

表2　IEEE 14节点配电网络部分参数的频率灵敏度

Tab. 2　Frequency sensitivity of selected parameters of IEEE 14-

node distribution networks

参数名称

L2-6/mH

L1-2/mH

L1-3/mH

L4-12/mH

R13/Ω
R10/Ω

C1-42/μF

C1-22/μF

谐振频率166. 38 Hz

归一化前

－16. 41
－4. 041
－1. 406
－1. 057
－15. 38

17. 26
－17. 25
－20. 49

归一化后

－0. 191 0
－0. 042 75
－0. 016 36
－0. 005 138
－0. 001 941

0. 000 62
－0. 000 261
－0. 000 259

谐振频率3 487. 9 Hz

归一化前

－1. 028
－0. 022 57
－0. 003 512

－14. 98
－134. 1
－28. 84

－29330. 0
－17090. 0

归一化后

－0. 012
－0. 000 24
－0. 000 04
－0. 190 2
－0. 000 81
－0. 000 05
－0. 442 3
－0. 214 7

注：灵敏度为负数表示参数增大时，谐振频率减小；反之增大。

图4　注入166. 38 Hz谐波电流主要元件谐振的谐波电流

Fig.  4　Harmonic currents of the main components resonating 
when injected with 166. 38 Hz harmonic currents
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如图 4 中所示，注入 166. 38 Hz 的谐波电流扰

动后，L2-6、L1-2和 L1-3的谐波电流明显高于其他元

件；如图 5中所示，注入 3 487. 9 Hz的谐波电流扰

动后，线路对地分布电容 C1-42、C1-22 和线路电感

L4-12的谐波电流明显高于其他元件，且各元件的谐

波电流大小顺序与表 2中归一化后的频率灵敏度绝

对值的大小顺序一致，从而可以确定引起此谐振的

主要元件。

图 3表明 IEEE14节点配电网系统在 3 487. 9 Hz
时存在谐振。根据表 2所示的频率灵敏度结果，在

谐振频率为 3 487. 9 Hz时，线路对地分布电容C1-42
具有最大的频率灵敏度指标，是缓解当前谐振的最

佳选择。图 6显示了对地分布电容C1-42变化对谐振

频率的影响。电容值的增加将使谐振频率移到一个

较小的值，这一结果与负频率灵敏度指标一致。

正如第 1 节所述，∂u1
T/∂f和∂w1/∂f这两个关键

变量均为未知数，只能通过将其近似为∆u1
T/∆f和

∆w1/∆f，此时灵敏度 S的计算结果受∆f分辨率的影

响。为说明本文方法相比于近似方法在“频率分辨

率”上的优势且使对比效果明显，同样以谐振频率

为 3 487. 9 Hz下的线路对地分布电容C1-42为例，在

图 7中，近似计算下不同频率分辨率的方法用蓝色

散点表示，本文所提方法计算结果用红线表示。从

图 7可以看出，本文方法的计算结果是恒定的，而

近似方法的计算结果随着频率分辨率的提高而不断

变化并逐渐接近本文方法的结果。

若在低频下会产生相对于实际值较大比例的计

算误差和随机误差，这将不可避免的影响频率灵敏

度计算结果的正确性，由于本文所提出的频率灵敏

度计算方法只需要一个频率点，不受频率分辨率的

影响，比近似方法具有更高的精度。

4　结语

为了更全面的分析元件参数对谐振频率的影

响，本文利用奇异值分解法可以分解任意矩阵的数

学特性，采用非齐次公式求解关键变量表达式，提

出了一种基于奇异值分解的电网谐振频率灵敏度分

析方法，避免了频率分辨率的影响，提高了计算精

度，并有效克服了模态频率灵敏度不能分析支路电

流谐振特点的不足。以 IEEE14 节点配电网为例研

究了支路电流谐振分析中元件参数对谐振频率的影

响，其中考虑了配电网内的恒功率负载、单调谐滤

波器、传输线路及以 3条传输线路为例的对地分布

电容等网络元件参数。通过案例对该方法进行验

证，仿真结果表明该方法合理有效。本文方法可以

图5　注入3 487. 9 Hz谐波电流主要元件谐振的谐波电流

Fig.  5　Harmonic currents of the main components resonating 
when injected with 3 487. 9 Hz harmonic currents

图6　线路对地分布电容C1-42对3 487. 9 Hz谐振模式的

影响

Fig.  6　Effect of line-to-ground distributed capacitances C1-42 on 
3 487. 9 Hz resonant mode

图7　本文方法与近似方法的比较

Fig.  7　Comparison of the methods in this paper with 
approximate methods
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量化元件参数对谐振频率的影响，为识别引起谐振

的主要元件和设计谐振抑制方案提供了理论基础和

依据。

仿真分析论证了本文方法的准确性和有效性，

后续研究工作将会把所提理论方法应用于工程

实际。
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