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基于Critic权重法与反熵权法组合的风电功率概率
预报
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摘要：为了提升风电功率概率区间预报性能，提出了一种基于 Critic 权重法与反熵权法（anti-entropy weight method）的

变带宽混合滑动 Gaussian 核密度估计（variable bandwidth hybrid sliding Gaussian kernel density estimation，VHSKDE
（Gaussian））与正态滑动指数迭代估计（normal sliding exponential iteration，NSEI）组合的风电功率区间概率预报方法。

该组合方法简称为 VHSKDE（Gaussian）-NSEI。首先，通过基于变分模态分解与长短期记忆神经网络（variational mode 
decomposition-long short-term memory，VMD-LSTM）点预报得到偏差。然后，分别利用 VHSKDE（Gaussian）和 NSEI估
计预报偏差的概率分布，得出对应的置信概率下的预报区间。最后，利用 4种客观权重赋值法分别对 VHSKDE（Gauss⁃
ian）环节及 VHSKDE（Gaussian）-NSEI 组合环节进行两次加权组合生成最终的风电功率预报区间。研究结果表明，

VHSKDE（Gaussian）-NSEI 预报模型在不同置信度情况下能够兼顾 PICP 与 PIAW 的优良性能，与 NSEI 和 VHSKDE
（Gaussian）相比具有更高的可靠性和准确性，为风电功率概率预报提供了重要参考。
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Probability Prediction of Wind Power Based on the Combination of Critic 
Weight Method and Anti-Entropy Weight Method
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Abstract：In order to improve the performance of wind power probability interval prediction, a wind power interval probability predic⁃
tion method is proposed which is the combination of variable bandwidth hybrid sliding Gaussian kernel density estimation (VHSKDE
(Gaussian)) and normal sliding exponential iteration (NSEI) based on critical weight method and anti-entropy weight method.  The 
combination method is called VHSKDE(Gaussian) -NSEI for short.  Firstly, the error is obtained by point prediction based on 
variational mode decomposition and long short-term memory neural network(VMD-LSTM).  Then, VHSKDE(Gaussian) and NSEI 
are used to estimate the probability distribution of the prediction errors, and forecast interval is obtained under corresponding 
confidence probability.  Finally, four objective weight assignment methods are used to weight the VHSKDE(Gaussian) link and the 
VHSKDE(Gaussian) -NSEI combination link twice to generate the final wind power prediction interval.  The research results show 
that the excellent performances of PICP and PIAW can be compatible by using the proposed VHSKDE(Gaussian) -NSEI prediction 
model under different levels of confidence.  The VHSKDE(Gaussian)-NSEI prediction model has higher reliability and accuracy than 
NSEI and VHSKDE(Gaussian), and provides an important reference for wind power probability prediction.
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0　引言

输出功率的随机性是风电面对一系列并网问题

的根本要素之一，风电功率概率预报方法近年来得

到了广泛关注和研究。由于风电功率点预报值未能

足够反映风电输出功率的随机性，以风电功率点预

报为前提的调度措施难以顾及风电波动导致的后

果。概率预报是凭借风电随机性的风电功率预报方

法，它通过针对风电功率的后验概率分布进行预

报，以概率形式考量将来分别不同时刻风电功率预

报的波动范畴，有益于在考虑风电随机性的规划问

题中做出可靠的决策，从而补充确定性预报欠缺随

机性信息的不足。

风电功率概率预报是对风电功率随机性进行建

模。目前比较广泛的采用以点预报的结果看作概率

预报的基准，依据点预报的偏差作为实验的首要目

标，得到偏差的预报区间或概率分布函数后，然后

将该区间植入在原本的点预报结果上，产生点与不

同置信概率区间组合的预报结果。

当前，已有许多研究人员对风电功率点预报做

了大规模研究，关键包括物理法和统计法。此中，

物理方法依据数值天气预报信息对风机临近的物理

信息进行连贯，实施较为复杂。统计方法运用相应

的历史时间功率序列等信息进行预报。现存的统计

方法参考如下，文献［1］提出一种基于时空相关性

的风电功率超短期自适应预报方法，预报结果更加

准确。文献［2-5］针对深度学习方法开发了多种改

进模型进行风电预报。文献［6］所提出的 VMD-

LSTM 风电功率预报方法显著优于其他基准方法，

并在风电场功率预报的准确性和稳定性方面提供了

非常满意的预报结果。

为了拟合风电预报偏差的概率分布，使用正态

分布近似函数是适用的。文献［7］运用高斯过程回

归模型、分块缓存与更新方法实现参数拟合更新。

文献［8］提出了一种基于 Beta 混合概率分布的风力

发电预报偏差区间估计方法，根据Beta分布的特点

更加准确地估计了风力发电预报偏差的分布模型。

尽管参数方法可以简单直接地预报风力发电的预报

偏差，但当项目内的实际偏差分布不遵循先验分布

模型时，估计值就会出现偏差。

非参数方法通常不需要实施有关预报偏差分布的

先验假设，每个点的概率由实际数据决定。文献［9］

提出时序混合密度网络，较准确地确定风力发电预报

偏差的概率密度函数。文献［10］采用动态R藤Copula
的拓扑结构进行风电概率预测，具有一定的优势。文

献［11］建立了基于径向基神经网络的分位数回归模

型，完成天气预报变量与风力发电之间的非线性映

射。文献［12］提出了一种多窗宽核密度估计方法，根

据不同的置信水平生成不同窗宽的核密度估计，以实

现风电发电量的超短期自适应随机预报。文献［13］提
出了一种基于分位数回归的新型遗忘门长短期记忆

（NFGLSTM）网络和结合核密度估计的风力发电功率

概率预报方法。文献［14］表明，将Epanechnikov核

函数与各种最优窗宽选择方法相结合，选择最优窗宽

可以提高预报精度。文献［15］提出基于扩散的核密度

估计器（DiE）用于实现非平稳风电时间序列的高质量

区间预报。DiE配备了模糊推理系统和三级自适应功

能。文献［16］提出了一种使用无偏交叉验证方法进行

带宽选择的新型核密度估计器（KDE）模型，用于估计

风速和太阳辐照度概率密度。证实了所提出模型的概

率密度估计的准确性和鲁棒性。非参数方法在预测模

型精度上有一定劣势。在估计风电预报偏差的概率分

布时，参数方法和非参数方法各有优缺点，两者结合

可以在一定程度上互补［17］。
针对上述研究现状，本文提出一种基于改进正

态分布的滑动指数迭代估计参数法（normal sliding 
exponential iterative，NSEI）和变带宽混合滑动核密

度估计非参数法（variable bandwidth hybrid sliding 
kernel density estimation， VHSKDE（Gaussian））的

风电功率概率组合预报方法。该方法首先利用变分

模态分解与长短期记忆神经网络组合预报方法

（VMD-LSTM）得到风电功率精准的点预报值；然

后分别用 NSEI 和 VHSKDE（Gaussian）组合方法对

VMD-LSTM的点预报偏差分布［6］进行概率化建模，

以获得确切精准的不同置信度概率预报区间；最后

利用 Critic 权重法和反熵权法（anti-entropy weight 
method）进行加权整合，以获得预报精度更高的概

率预报结果。以东北某沿海风电场实测数据为案

例，证实本文研究的方法有效提升了风电功率概率

区间预报的精度。

1　研究理论

1. 1　正态滑动指数迭代估计

假定风电功率点预报偏差 ξ满足均值为 μ，标
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准差为σ的正态分布（normal distribution），在特定

置信度下的置信区间上、下限可以表示为：

Q̂t + 1 (1 - α/2 ) = μ + z1 - α/2σ （1）
Q̂t + 1 (α/2 ) = μ - z1 - α/2σ （2）

式中：z1 - α/2为标准正态分布参数；Q̂t + 1 (1 - α/2 )和

Q̂t + 1 (α/2 )分别为置信概率的上分位数和下分位数；

α为显著性水平。

正态分布系数 μ和σ对区间预报的性能至关重

要，属于典型的参数法估计。目前针对正态分布系

数的确定主要采用之前 n个时刻的预报偏差得以确

定，此时存在问题：计算 t+1时刻的预报偏差分布

时，通常将 t时刻到 t−n+1 时刻的偏差进行均值处

理；但实际上待预报时间段近邻范围内的预报偏差

值与较远时刻相比起到的作用更大，较远时刻偏差

会对正态估计的准确性产生一定程度的干扰。因

此，引入滑动指数迭代方法改进正态分布参数估计

（NSEI）。

通过滑动指数迭代方法可以对待预报时刻正态

分布参数σ t + 1 进行更为精确的估计。该方法依据滑

动指数进行加权，偏差平方权值呈现指数级降低，

表达式如下。

σ2
t + 1 = ζξ 2

t + (1 - ζ )σ2
t （3）

式中：ξ  t为 t时刻预报偏差；σ t为 t时刻预报偏差概

率分布的标准差；ζ为平滑参数，0 < ζ < 1。
式（3）经过多次展开迭代如下。
σ2

t + 1 = ζξ 2
t + ζ (1 - ζ ) ξ 2

t - 1 + ζ (1 - ζ )2 ξ 2
t - 2 +

ζ (1 - ζ ) t - 1 ξ 21 + (1 - ζ ) t ξ 21
（4）

式中σ21 = ξ 21。

t+1时刻预报偏差在 1 - α的置信概率的上分位

数 Q̂t + 1 (1 - α/2 ) 和下分位数 Q̂t + 1 (α/2 ) 分别可表

示为：

Q̂t + 1 (1 - α/2 ) = μ + z1 - α/2σ t + 1 （5）
Q̂t + 1 (α/2 ) = μ - z1 - α/2σ t + 1 （6）

因此，置信概率为1 - α的置信区间为：

[ L1，U1 ] = [ Ppred + Q̂t + 1 (α/2 )，Ppred + Q̂t + 1 (1 - α/2 ) ]
（7）

式中：U1 为置信区间上限；L1 为置信区间下限；

Ppred为风电功率点预测值。

1. 2　变带宽混合滑动核密度估计

由于风电的随机性和波动性，风电预报偏差值

概率分布相似或部分服从正态分布，概率预报的精

度会受到一定程度影响。然而，以核密度估计

（kernel density estimation，KDE）为研究目标的非参

数估计方法无需进行某种概率分布模式设定，通常

以实际点预报所得到的偏差数据进行建模，进而得

到偏差概率分布函数或概率密度函数，该方法相较

于参数化估计更具有普适性。

核密度估计是利用未知随机变量来估计其拟合

的 概 率 密 度 函 数（probability density function，
PDF），无需知晓该随机变量受制于何种分布函数

以及先验知识，仅受限于样本数据本身进行估计。

设风电功率点预报偏差样本空间为 x，即概率预报

模型的输入。概率密度函数为 f ̂ (X )，X为独立同分

布的随机变量，表示对预报集再预报的偏差。

核密度估计函数 f ̂ (X )表示如下。

f ̂ (X ) = 1
Nh∑

i = 1

N

K ( X - xi

h ) = 1
N∑

i = 1

N

Kh (X - xi )  （8）
式中：xi 为风电功率点预报偏差的单个观测值；

K（·）为权重核函数，且Kh (X - xi ) = K (X - xi /h ) /h；

h为带宽（BW），决定密度函数 f ̂ (X ) 的光滑程度；

N为偏差样本数量。因此带宽选择对于基于核密度

估计概率预报性能发挥显著作用。

核 函 数 主 要 包 含 伊 潘 涅 切 科 夫 核 函 数

（Epanechnikov）、四次项核函数（Biweight）、高斯

核函数（Gaussian）、Cosine 核函数及三角核函数

（Triangle）。通常采用智能算法寻优来确定BW，但

该方法存在适应性不强、计算效率低以及易陷入局

部最优等相关问题。针对BW的选择，应以均方偏

差（mean square error， MSE）为衡量标准，使得

min ( f ̂ ( x ) - f ( x ) )，即求解最优BW为 h*。f ( x )为

偏差样本空间所对应的概率密度函数（PDF），f ̂ ( x )
为表示估计的 PDF。针对 MSE 进行积分，即均方

积分偏差（mean integrated square error，MISE），以

此求解整个定义域内最优h*。

M′(h ) = ∫M ( f ̂ ( x ) )dx

= ζ
nh + 1

4 ∫( f ″( x ) )2dxξ2h4 + o ( 1
nh ) + o (h4 )

（9）
最优带宽h*为：

h* = arg minM′(h ) （10）
式中：f ″( x )为 x处的二阶导数；ξ为 ∫u2 K (u )du的
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平方积分；ζ为 ∫K 2 (u )du的平方积分；M′(h )为均

方积分偏差（MISE）的近似值；M（·）为均方偏差函

数；o（·）为高阶无穷小函数。

利用移动窗宽对偏差样本进行核密度估计时，

窗宽值过大或者过小也会对核密度估计的性能产生

影响。可以从两个方向考虑普通核密度估计方法：

其一，选择最优的 BW；其二，在风电功率预报偏

差中，待预报时间段近邻范围内的预报偏差值作用

更突出。

针对两方面问题，本文采用变带宽混合和滑动

窗宽的组合策略来进一步优化普通核密度估计非参

数化方法，提出了变带宽混合滑动核密度估计

（VHSKDE）。

所谓“变带宽混合”是依据差异带宽核密度估计

获得的预报偏差概率密度函数，按照合适的权重系

数对概率密度函数实行加权叠加构成。权重系数用

Critic 权重法实行判断。基于差异带宽计算获得的

概率密度函数具备不同的偏差，采用偏差叠加效能

机制彼此弥补，使得组合概率密度函数 fVHSKDE ( x ) 
更准确的估计概率预报偏差，表达式如下。

f ̂k ( x ) = 1
Nhk

∑
i = 1

N

K ( x - xi

hk
) （11）

fVHSKDE ( x ) = ∑
k = 1

M

βk f ̂k ( x ) （12）
式中：hk为第 k个带宽；f ̂k ( x )为采用 hk估计出的概

率密度函数；M为带宽数量；βk 为 f ̂k ( x ) 的权重系

数，且满足：

∑
k = 1

M

βk = 1 （13）
“滑动”是指核密度估计样本依据时间序列按照

滑动方式转换。假如考虑计算基于滑动核密度的时

间 t+1处的预报偏差概率密度函数，则使用的样本

是最接近时间 t+1的 n个时刻。预报偏差是从 t-n+1
到时间 t的预报偏差。对于 t+1时刻特殊设定带宽的

核密度估计，预报偏差概率密度函数解析式如式

（14）所示。

f ̂k，t + 1 (X ) = 1
nhk

∑
i = 1

n

K ( )X - xi

hk
（14）

结合以上两种思路，得到了变带宽混合滑动核

密度估计公式。针对 t+1对应时刻的预报偏差概率

密度函数的具体解析式如下：

fVHSKDE，t + 1 (X ) = ∑k = 1
M βk f ̂k，t + 1 (X ) （15）

对 fVHSKDE，t + 1 (X )进行积分可获得累积分布函数

FVHSKDE，t + 1 ( ξ )，接下来可以计算获得置信区间解析

式为：

[ L2，U2 ] = [ Ppred + F̂VHSKDE (α1 )，Ppred + F̂VHSKDE (α2 ) ]
（16）

式中：L2和U2分别由此通过 VHSKDE 方法获得的

置信区间对应的上限和下限；α1 = α/2；α2 = 1 -

α/2；F̂VHSKDE (⋅)为FVHSKDE ( ξ )的反函数［18］。
基于变带宽混合滑动核密度估计有针对性的克

服规则核密度带宽和固定样本窗宽度面向估计精度

影响的关键窘境，因而可以考虑亟需运用该方法作

出更为恰当的概率预报。

1. 3　Critic权重法

Critic权重法是Diakoulaki（1995）提议的一种从

客观的角度来衡量赋予相应权重的科学方法［19］。该

方法是基于对比度和矛盾（冲突）性来解释说明。对

比度以标准差的形式来表现，表明了在同一指标内

各方案的取值差距的大小。从研究背景角度出发，

冲突性是考虑参数相关性的一种论证手段。当参数

间存在强正相关性时，冲突性处于较低的水平。

首先对参数进行正向化及规范化，即设有m个

待评对象，e个评价指标，可以构成数据矩阵X =
( xij )m × e，设数据矩阵内元素经过指标正向化处理

过后的元素为 x′ij。
若 xj为负向指标（越小越优型指标），则有：

x′ij =
max ( xj ) - xij

max ( xj ) - min ( xj )
（17）

若 xj为正向指标（越大越优型指标），则有：

x′ij =
xij - min ( xj )

max ( xj ) - min ( xj )
（18）

之后计算信息承载量，用标准差表示第 j项指

标的对比性。

σ j = ∑i = 1
m ( x′i，j - x̄′j )
m - 1 （19）

式中 x̄′j 为平均指标。

矛盾性是考虑不同参数彼此间相关性的一种论

证标准。当参数彼此间存在强正相关性时，矛盾性

处于较低的水平。设定变量 fj 来衡量参数 j和余下

参数彼此间矛盾性，如式（20）所示。
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fj = ∑
i = 1

m

(1 - rij ) （20）
式中 rij为参数 i及 j之间相关系数。利用皮尔逊相关

系数为评价准则。

设指标 j的信息承载量为Cj，信息承载量计算

如式（21）所示，其中对比性指标σ j越强，数据差异

大；矛盾性 fj越强，相关性弱；只有同时满足σ j和

fj均增加时Cj递增，从而在后续赋权中获得更高权

重。它是“客观赋权法”的关键桥梁，通过“区分能

力（对比性）+信息独特性（矛盾性）”的双维度乘积，

量化每个指标的“信息价值”，避免单一维度导致的

权重偏差。

Cj = σ j f j （21）
最后计算权重和评分分别如式（22）—（23）所

示，信息承载量越大可认为权重越大。

wj =
Cj∑j = 1
e Cj

（22）
Si = ∑j = 1

e wj x′ij （23）
式中：wj为第 j个评价指标的权重值；Cj为信息承

载量；Si 为第 i个待评对象的综合评价值；x′ij 为数

据矩阵内经过指标正向化处理后的元素。式（22）是

客观权重归一化的核心步骤，通过“信息承载量的

比例分配”，实现了“数据驱动、客观赋权”的评价

逻辑。

1. 4　反熵权法

针对乱序程度用熵来衡量，熵权法计算的熵值

与乱序程度成正比。而熵权法计算出的权重与乱序

程度成反比。在赋权中，存在指标无序程度敏感性

过大导致其出现权重分配不平衡，出现极端情况。

为应对上述问题，考虑运用反熵权法客观赋权来

解决［20］。
设定反熵值G′计算如式（24）所示。

G′ = -∑
j = 1

l

pj ⋅ ln (1 - pj ) （24）
式中：l为系统状态数量；pj为系统在状态 j时的概

率，且满足0 ≤ pj ≤ 1，且∑j = 1
m pj = 1。

反熵与熵表现为相反的特征量，各个指标计算

出的反熵值与反熵权重均与乱序程度成正比。乱序

程度变大时，则反熵值也会变大，分配的权重也随

之变大。

反熵权法确定权重的计算流程如下。首先构建

评价指标矩阵。假设有 f个评价对象，p个评价指

标，构造指标数据为 bjk ( j = 1，2，⋯，p； k =
1，2，⋯，f )，构造评价指标矩阵为：

B = [ bjk ]p × f （25）
之后计算各指标反熵为：

G′j = -∑
k = 1

f

sjk ⋅ ln (1 - sjk ) （26）
式中 sjk = bjk /∑

k = 1

f

bjk。

最后指标权重确定，对反熵进行归一化进而得

出各指标的客观反熵权权重 ς j计算如式（27）所示

ς j = G′j /∑
j = 1

p

G′j （27）
1. 5　反熵权法的VHSKDE-NSEI估计

采用参数法和非参数法进行重组在一定程度上

对预报精度的提升起到加强作用。因此利用预报组

合偏差分摊机制，设计 VHSKDE和 NSEI方法进行

组合预报。组合模式权重采用反熵权法确定。

将 VHSKDE-NSEI估计作为评价对象，反熵权

法采用预报区间宽度和覆盖率作为衡量标准。经过

反熵权法确定采用的 VHSKDE（非参数法）和 NSEI
（参数法）的预报区间混合权重值分别为w1和w2。近

而 得 到 最 终 混 合 预 报 结 果 的 区 间［LH，UH］。

VHSKDE-NSEI方法预报区间表达如下。

LH = w1L1 + w2L2 （28）
UH = w1U1 + w2U2 （29）

式中L1、U1和L2、U2由1. 1节和1. 2节推导而来。

2　风电功率概率预报整体流程

2. 1　概率预报整体流程

本文通过基于变分模态分解与长短期记忆神经

网络（VMD-LSTM）点预报得到偏差值，然后利用

偏差值分别采用基于 Critic 权重法的变带宽混合滑

动核密度估计 VHSKDE（Gaussian）、正态滑动指数

迭代估计（NSEI）以及基于反熵权法的组合模型

VHSKDE（Gaussian）-NSEI进行 95 %和 85 %置信度

的风电功率区间概率预报结果分析，其中以渐进积

分均方偏差最小的原则推导出基准带宽。最后采用

PICP，PIAW 和 Winkler 进行评价。本文风电概率

预报研究路线如图1所示。

2. 2　评价方法

区域覆盖率（PICP）的解析式可表示为：
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P ICP = 1
U ∑

u = 1

U

Au （30）
式中：u = 1，2，⋯，U，U为风电功率预报的时

长，U取96步；Au为示性函数，具体解析式如下。

Au =
ì
í
î

ïï
ïï

1，  Vu ∈ [ -V u，V̄u ]

0， Vu ∉ [ -V u，V̄u ]  
（31）

式中 V̄u 、-V u分别为预报结果中的上下界区间。当

Au 取值为 1 时表示风电功率真实值处于预报区间

中。当偏离预报区间时，Au取值为 0。处于相同置

信度下，PICP 值处于同等高水平时，真实值落入

预报区间的个数显著增加，预报性能得到提升。

针对区间平均宽度（PIAW）解析式如下。

P IAW = 1
U ∑

u = 1

U

(V̄u - -V u ) （32）
PIAW 值处于低水平时表明预报区间越窄，精

度越高。

本文采用 Winkler 分数评定标准。设定预报区

间 Î = [ L̂，Û ]，1 - β为其对应的置信概率。针对

预报区间而设定的上下界分别用 Û 和 L̂ 来表示。

Winkler分数计算解析式［21］如式（33）所示。

S ( Î，x ) =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

δ， L̂ ≤ x ≤ Û

δ + 2 ( L̂ - x ) /β， x < L̂

δ + 2 ( x - Û ) /β， x > Û

（33）

式中：δ = Û - L̂就是预报区间宽度；x为真实值。

根据式（33），当实际值落在预报区间中时，

Winkler 分数就对应区间宽度；当实际值落在预报

区 间 外 时 ， 则 根 据 偏 离 程 度 给 予 相 应 惩 罚 。

Winkler 分数是负向的打分规则，其数值越小，概

率预报效果越好。

3　算例分析

3. 1　数据源及预处理

数据源于东北沿海地区某风场，装机容量为

15 MW，于 2021 年 10 月成功并网。该电厂配备了

5台Envision Energy风力发电机组（Envision Energy/
EN-156/3. 0），每台机组容量为 3 MW，并设有一座

风测塔。利用每台风力发电机的 SCADA 系统采集

风场输出总功率时间序列数据，采集时间间隔为

1 min。实例分析利用 2022 年 1 月采集的数据，通

过方差变点分位数方法对 44 640条数据中的异常值

进行清洗过滤，采用近邻法则进行填充，最后将处

理后的数据均值转换为 2 976 条时间分辨率为

15 min的风电功率时间序列数据集如图 2所示。为

了预报 1月 30日的时长为 24 h，分辨率为 15 min的

风电功率概率预报效果，利用 VMD-LSTM 方法进

行确定性预报，其中数据集中前 83 %（2 400）作为

训练集，后17 %（480）作为验证集。

下面对 VMD-LSTM 点预测建模方式进行明确

说明。在 VMD 变分模态分解的实施过程中，如式

（34）-（36）所示。

ûn + 1
k (ω) ← F ( )ω - ∑i < k

ûn + 1
i ( )ω - ∑i > k

ûn
i ( )ω + λ̂n( )ω

2
1 + 2α ( )ω - ωn

k

2

（34）

ωn + 1
k ← ∫0

∞

ω || ûn + 1
k ( )ω 2

dω

∫0

∞

|| ûn + 1
k ( )ω 2

dω
（35）

图1　研究路线

Fig.  1　Research rout

图2　风电功率时间序列

Fig.  2　Wind power time series
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λ̂n + 1(ω) ← λ̂n(ω) + τ ( f ̂ (ω) - ∑
k

ûn + 1
k ( )ω )  （36）

式中：ûn + 1
k (ω)为傅里叶变换得到的第 k模态中心频

率为ω所对应的第 n+1代的本征模态分量；F (ω)为
原始信号通过傅里叶变换得到的中心频率为ω的信

号；ûn
i (ω)为第 i模态中心频率为ω第 n代更新的本

征模态分量；λ̂n(ω)为中心频率为ω第 n代的拉格朗

日乘子；α为惩罚因子，控制约束强度；ωn
k 为第 k

模态第n代中心频率；τ为迭代步长。

VMD方法执行步骤如下所述。

1） 首先设置初始化值：û1
k(ω)、ω1

k、λ̂1(ω)，其

中 û1
k(ω)为傅里叶变换得到的第 k模态中心频率为ω

所对应的第 1代的本征模态分量；ω1
k为第 k模态第 1

代中心频率；λ̂1(ω)为中心频率为ω第 1代的拉格朗

日乘子；设定n=1；
2） n=n+1，进入循环；

3） 根据公式更新两个参数 ûn + 1
k (ω)和ωn + 1

k ，当

被分解的数量达到K时，停止内部循环；

4） 根据更新后的公式更新 λ̂n + 1(ω)；
5） 给定精度 ε，如果满足式（37）所示停止

条件：

∑k ûn + 1
k - ûn

k

2
2 /  ûn

k

2
2 < ε （37）

则停止循环；否则，继续进行步骤（2）。

本文采用 VMD 分解方法将风电时间序列功率

分解成不同频率分量，算法参数设置如下。

K（分解模态数）=10；fs（采样频率）=1/3 600；T
（分解信号的时长）=2 880； tol（噪声容忍度）=1×
10-6；α（核心频率）=2 000。

风电预测的时间尺度为面向电力系统日前调度

的风电短期预测，因此预测时长为 24 h，分辨率为

15 min。通过皮尔逊相关系数对气象因素与风电有

功出力进行相关性分析，风速特征相比风向、温

度、湿度、气压与有功功率之间的相关性更强，所

以特征量只考虑风速。不同高度风速与风电有功出

力相关性统计如表1所示。

其中，120 m风速、10 m风速时有功功率的出

力最高为 0. 45 p. u. ，且两处风速的相关性达到

0. 97，因此为了提升计算效率，可以从两处风速中

选择一种作为风速特征量输入。同理，90 m风速与

30 m 风速、70 m 风速与 50 m 风速类似。由于风电

机 组（Envision Energy/ EN-156/3. 0）轮 毂 高 度 为

110 m，因此，本文选择与有功功率相关性较高的

120 m风速、90 m风速及 70m风速作为气象特征量

输入，从时空维度考虑更符合风机轮毂高度的工

况。为了得到精准的预测效果，通过理论分析结合

实验调参，基于 VMD-LSTM 点预测的输入特征量

为 120 m风速、90 m风速、70 m风速及前 4个时刻

的 VMD 分解的功率时间序列信号，因此输入层节

点数为 7 维。采用 VMD-LSTM 的点预测模型的输

入输出映射设定如表2所示。

在概率预报阶段，480 点预报结果中，前 384
点作为验证集，对1月30日中96个分辨率为15 min
时刻进行概率预报。非参数核密度估计的 KDE 滑

动样本观察窗实验数据的时间分辨率为 15 min，对

应 96个风功率时间序列。因此，本文在计算 t+1时

刻的预报偏差概率密度函数时，通过利用滑动选取

t+1时刻之前的20个预报偏差作为样本。

本次仿真基于 Tensorflow框架的 python语言实

现，仿真硬件平台设置：CPU为 Intel Core i5-6300 
3. 20 GHz， 内 存 RAM 为 8 GB， GPU 为 Nvidia 
GeForce GTX 960 8 G。

通过利用 VMD-LSTM 风电功率时间序列点预

报值与真实值之间偏差，确立确定性预报功率与实

际预报功率之间的映射关系，拟合特定预报功率下

的实际预报功率分布得到概率预报结果。由于确定

表1　不同高度风速与风电有功功率出力相关性统计

Tab.  1　Statistics on the correlation between wind speed at 
different heights and wind power active output

相关性分析

120 m风速

90 m风速

70 m风速

50 m风速

30 m风速

10 m风速

50 m风速

0. 98
0. 96
0. 96

1
0. 96
0. 95

30 m风速

0. 97
0. 96
0. 96
0. 96

1
0. 95

10 m风速

0. 97
0. 95
0. 95
0. 95
0. 95

1

有功功率/p. u.

0. 45
0. 43
0. 44
0. 44
0. 43
0. 45

表2　VMD-LSTM映射结构

Tab.  2　VMD-LSTM mapping structure

表目

输入层节点数量

隐含层节点数量

输出层节点数量

每次迭代次数（epochs）

训练分批次（batch）

数值

7
5
1

300
20
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性预报功率与实际预报功率之间的关系可以通过预

报偏差反映出来，对偏差进行估计，再将预报偏差

分布叠加到确定性预报功率结果上得到风功率概率

预报结果，称之为基于预报偏差的概率预报。通过

VMD-LSTM得出的预报偏差分布如图3所示。

3. 2　概率预报方法仿真对比分析

3. 2. 1　单模型定带宽区间预测对比分析

基于 VMD-LSTM 预报的结果，为了探究差异

核函数对 KDE 估计的结果具有何种程度的影响进

行建模。图 4绘制了 95 %置信度不同时刻下，采用

5种核函数KDE估计概率预报结果，并将其叠加在

基于 VMD-LSTM 确定性功率预报结果中，BW 设

定为 1。从图 4 可以看出采用在蓝色的 Gaussian 核

密度估计区间的上下限相较于其他核密度估计方法

区间宽度更窄且更趋于平稳。

图 5 绘制仅采用 NSEI 参数估计的 95% 置信度

的概率预报结果。

表3罗列了上述6种方法获得的预报区间在95%

置信度下的PICP指标、PIAW指标和Winkler分数。

从表 3 中可得出，5 种核函数的核密度估计概

率预报区间覆盖率（PICP）为 100 %，而预报区间平

均带宽（PIAW）达到 1 500 kW以上，NSEI覆盖率上

明显比KDE方法降低，但PIAW性能上有较为明显

提升，仅为 KDE 方法的三分之一。因此可以说明

基于 5种核函数的KDE方法以更宽的预报区间带宽

为代价，完全覆盖了实际功率值。Winkler 分数是

针对概率预报性能评价而设计，可以有效衡量

PICP 和 PIAW 的综合效果。利用 Winkler 分数可以

准确合理地评估各置信区间下概率预报模型的优

劣。Winkler分数满足负向打分规则，其数值越小，

代表性能优越。通过结果数据分析，参数化 NSEI
方法最优，而针对非参数化 KDE 方法，依次为

Gaussian 与 Biweight 核密度估计效果更佳。因此，

需要对上述 3 种模型（NSEI，Gaussian，Biweight）
进一步优化，以提升风电功率概率预报精度。

3. 2. 2　变带宽混合滑动核密度估计(VHSKDE)对
比分析

在 VHSKDE 预报方法中，以渐进积分均方偏

图3　基于VMD-LSTM的预报偏差百分比

Fig.  3　Relative error percentage based on VMD-LSTM

图4　基于多种核函数估计的概率预报结果对比（1月30日）
Fig.  4　Comparison of probability prediction results based on 

multiple kernel function estimations(January 30)

图5　基于NSEI估计的概率预报结果（1月30日）
Fig.  5　Probabilistic prediction results based on NSEI estimation

(January 30)

表3　95 %置信度的各概率预报方法对比结果(1月30日)
Tab.  3　Comparison results of various probability prediction 

methods with a 95 % confidence level(January 30)

方法

NSEI

Gaussian

Biweight

Triangle

Cosine

Epanechnikov

PICP值/%

85. 417
100
100
100
100
100

PIAW值/kW

570. 793
1 567. 040
1 599. 003
1 610. 912
1 614. 920
1 616. 078

Winkler分数

1 103. 896
1 567. 040
1 599. 003
1 610. 912
1 614. 920
1 616. 078
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差最小化的规则推导出基准 BW，分别采用基准

BW（h）、BW（0. 5 h）、BW（1. 5 h）、以 Critic 客观

权重赋值来组合叠加以上 3 个带宽的不同估计结

果。采用 Critic 权重法，基于 Gaussian 核 95 %置信

度的混合概率预报结果如图6所示。

从图 6 可知，采用 VHSKDE（Gaussian）估计方

法，相较于 KDE（Gaussian），其预报 PIAW 显著变

窄，黄色预报区间未覆盖蓝色曲线中少数真实值。

采用 Critic 权重法，基于 Biweight 核 95 %置信度的

混合概率预报结果如图7所示。

从图 7 可知，采用 VHSKDE（Biweight）估计方

法相较于KDE（Biweight）效果与图6相同。

95 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结

果如表4所示。

从表4可知，采用VHSKDE（Gaussian）和VHSKDE
（Biweight）相较于KDE（Gaussian，Biweight）方法牺

牲了 5. 208 %的 PICP 来换取更低的 PIAW，同时

Winkler 分数降到 1 000 以内且 VHSKDE（Gaussian）
预报效果最佳。在置信度为 95 %下，VHSKDE
（Gaussian，Biweight）方法在 Winkler分数上明显低

于KDE（Gaussian，Biweight）和NSEI方法。这是由

于变带宽混合滑动核密度估计利用渐进积分均方偏

差最小的原则推导出不同基准带宽 BW（0. 5 h、1 
h、1. 5 h）所对应的Critic权值组合和滑动数据窗口

的思想，提高了概率密度曲线提取的准确性，从而

生成了更精准的预报区间。因此，通过 VHSKDE
（Gaussian）方法可以显著提升风电概率预报精度。

3. 2. 3　变 带 宽 混 合 滑 动 核 密 度 估 计 VHSKDE
(Gaussian)与NSEI组合分析

根据本文分析，通过 NSEI 方法与 VHSKDE
（Gaussian）方法的结果得出，对于单一种类区间预

报方法有各自优势和劣势。基于 VHSKDE（Gauss⁃
ian）方法与NSEI方法相比有较高水平的区间覆盖率

（PICP）和较宽的平均宽度（PIAW）。而NSEI方法则

具有较低的PICP和较窄的PIAW。因此设计最优的

客观赋值加权方法来权衡各自的优势，构建核密度

混合概率预报与 NSEI 组合模型 VHSKDE（Gauss⁃
ian）-NSEI 进一步提升风电功率概率预报效果。采

用 Anti-Entropy客观权重赋值法，基于 95 %置信度

的 VHSKDE（Gaussian）-NSEI 组合概率预报结果如

图8所示。

从图 8 可知，采用 VHSKDE（Gaussian）-NSEI
估计方法，相较于 VHSKDE（Gaussian），其预报

PIAW 变窄，粉色预报区间未覆盖蓝色曲线中少数

真实值。由图 8局部放大图可以看出，基于 95 %置

信度 VHSKDE（Gaussian）方法预测区间宽度最大，

基于 95 %置信度 NSEI方法预测区间宽度最小，基

于 VHSKDE（Gaussian）-NSEI 预测区间宽度适中。

在 86与 91处可以发现，NSEI方法虽然预测区间最

图6　95 %置信度Gaussian核密度混合概率预报对比（1月
30日）

Fig.  6　Comparison of 95 % confidence Gaussian kernel density 
mixed probability prediction results(January 30)

图7　95 %置信度Biweight核密度混合概率预报对比（1月
30日）

Fig.  7　Comparison of 95 % confidence Biweight kernel density 
mixed probability prediction results(January 30)

表4　95 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(1
月30日)

Tab.  4　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 95 % confidence(January 30)

方法

VHSKDE（Gaussian）

VHSKDE（Biweight）

Gaussian

Biweight

PICP值/%

94. 792
94. 792

100
100

PIAW值/kW

718. 891
727. 626

1 567. 040
1 599. 003

Winkler分数

984. 556
992. 505

1 567. 040
1 599. 003
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小PIAW较优，但没有覆盖真实值，PICP较差。基

于 VHSKDE（Gaussian）-NSEI 方法与 NSEI 相比其

PIAW较差，但完全覆盖真实值其PICP较优。

为了进一步揭示 VHSKDE（Gaussian）-NSEI 组
合 方 法 中 Anti-Entropy 客 观 权 重 赋 值 方 法 和

VHSKDE（Gaussian）中 Critic 权重法的预报的性能，

对 95 %置信度对应Critic、Balance、Entropy、Anti-
Entropy 4种权重赋值法下 16种组合进行建模实验，

选取了最优的 4 种组合所对应的 PICP、PIAW 及

Winkler指标如表5所示。

从表 5 可知，Critic 权重法与反熵权法（Anti-
Entropy weight method）组合中虽然PICP和PIAW与

其他 3 组合相比几乎一致，但其 Winkler 分数为

940. 995 稍低于其他 3 种组合。因此，95 %置信度

下，采用 VHSKDE（Gaussian）-NSEI 组合方法预报

性能最佳。85 %置信度下 4 种组合的结果如表 6
所示。

从表 6 可知，基于 Critic 权重法与反熵权法

（Anti-Entropy weight method）组合，在 85 %置信度

下的 VHSKDE（Gaussian）-NSEI组合方法的 Winkler
分数为687. 595最优，预报性能仍处于最优。

表 7 和表 8 分别罗列上述 3 种方法获得的预报

区间在 95% 置信度和 85 %置信度下的 PICP 指标、

PIAW指标及Winkler指标。

在 95 %和 85 %置信度下，VHSKDE（Gaussian）
方法的 PICP 指标优于 NSEI，而其 PIAW 指标则劣

于 NSEI。本文提出的 VHSKDE（Gaussian）-NSEI方
法分别针对 VHSKDE（Gaussian）环节使用 Critic 权

重法赋值，针对 VHSKDE（Gaussian）和 NSEI 组合

环节采用反熵权法（Anti-Entropy weight method）法

进行了两次加权组合，综合了 2种方法的优势。在

图8　95 %置信度VHSKDE（Gaussian）-NSEI组合概率预

报对比（1月30日）
Fig.  8　Comparison of 95 % confidence VHSKDE (Gaussian)-

NSEI combination probability prediction results(January 30)

表5　基于不同客观权重赋值方法的95 %置信度VHSKDE
(Gaussian)与NSEI组合性能对比(1月30日)

Tab.  5　Comparison of 95 % confidence VHSKDE (Gaussian) 
and NSEI combination performance based on different objective 

weight assignment methods(January 30)

VHSKDE
权重法

Critic

Entropy

Anti-Entropy

Balance

VHSKDE-NSEI
权重法

Anti-Entropy

Anti-Entropy

Anti-Entropy

Anti-Entropy

PICP值/%

91. 667
91. 667
91. 667
91. 667

PIAW值/
kW

644. 994
644. 973
644. 890
644. 945

Winkler
分数

940. 995
941. 000
941. 018
941. 020

表6　基于不同客观权重赋值方法的85%置信度VHSKDE
(Gaussian)与NSEI组合性能对比(1月30日)

Tab.  6　Comparison of 85% confidence VHSKDE (Gaussian) 
and NSEI combination performance based on different objective 

weight assignment methods(January 30)

VHSKDE
权重法

Critic

Balance

Entropy

Anti-Entropy

VHSKDE-NSEI
权重法

Anti-Entropy

Anti-Entropy

Anti-Entropy

Anti-Entropy

PICP值/%

78. 125
77. 083
77. 083
77. 083

PIAW值/
kW

471. 421
467. 713
468. 597
470. 461

Winkler
分数

687. 595
695. 335
696. 107
698. 246

表7　95 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(1
月30日)

Tab.  7　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 95 % confidence(January 30)

方法

VHSKDE（Gaussian）-NSEI

VHSKDE（Gaussian）

NSEI

PICP值/%

91. 667
94. 792
85. 417

PIAW值/
kW

644. 994
718. 891
570. 793

Winkler分数

940. 995
984. 556

1103. 896

表8　85 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(1
月30日)

Tab. 8　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 85 % confidence(January 30)

方法

VHSKDE（Gaussian）-NSEI

VHSKDE（Gaussian）

NSEI

PICP值/%

78. 125
80. 208
75. 000

PIAW值/kW

471. 421
516. 318
419. 229

Winkler分数

687. 595
739. 583
756. 748
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95 %置信度和 85 %置信度下，VHSKDE（Gaussian）
-NSEI 方 法 的 区 间 覆 盖 率 分 别 为 91. 667 % 和

78. 125 %，PIAW 指标分别为 644. 994 和 471. 421。
VHSKDE（Gaussian）-NSEI 在不同置信度情况下，

能够兼顾PICP与PIAW的优良性能，具有更高的可

靠性和准确性。

为了验证本文所提出模型的有效性，接下来选

取 1月 29日与 1月 31日两天来对比验证概率预测结

果。采用 Critic 权重法与反熵权法（Anti-Entropy 
weight method）组合优化的基于 95 % 置信度的

VHSKDE（Gaussian）-NSEI 组合概率预报（1 月 29 日

与1月31日）对比结果分别如图9与10所示。

从图 9 与图 10 可知采用 VHSKDE（Gaussian）
-NSEI方法预测区间相较于其他方法既不过窄也不

过宽，且几乎覆盖了实际值。

表 9和表 10分别为 1月 29日采用上述 3种方法

获得的预报区间在 95 %置信度和 85 %置信度下的

PICP指标、PIAW指标及Winkler指标。

本文采用 Winkler 指标进行综合判定，基于

VHSKDE（Gaussian）-NSEI 方法在不同置信度情况

下，能够兼顾PICP与PIAW的优良性能，相较于其

他方法所得到的 Winkler 分数最低，具有更高的可

靠性和准确性。

同理，表 11和表 12分别为 1月 31日采用上述 3
种方法获得的预报区间在 95 %置信度和 85 %置信

度下的PICP指标、PIAW指标及Winkler指标。

图9　95 %置信度VHSKDE（Gaussian）-NSEI组合概率预

报对比（1月29日）
Fig.  9　Comparison of 95 % confidence VHSKDE (Gaussian)-
NSEI combination probability prediction results (January 29 th)

图10　95 %置信度VHSKDE（Gaussian）-NSEI组合概率预

报对比（1月31日）
Fig.  10　Comparison of 95 % confidence VHSKDE (Gaussian)-

NSEI combination probability prediction results(January 31)

表9　95 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(1
月29日)

Tab.  9　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 95 % confidence (January 29)

方法

VHSKDE（Gaussian）-NSEI

VHSKDE（Gaussian）

NSEI

PICP值/%

86. 458
89. 583
81. 250

PIAW值/kW

727. 193
791. 672
662. 290

Winkler分数

1 525. 224
1 589. 832
1 725. 087

表10　85%置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(1
月29日)

Tab.  10　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 85% confidence (January 29)

方法

VHSKDE（Gaussian）-NSEI

VHSKDE（Gaussian）

NSEI

PICP值/%

75. 000
78. 125
68. 750

PIAW值/kW

522. 441
558. 416
486. 431

Winkler分数

1 020. 353
1 032. 528
1 082. 773

表11　95 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(1
月31日)

Tab.  11　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 95 % confidence (January 31)

方法

VHSKDE（Gaussian）-NSEI

VHSKDE（Gaussian）

NSEI

PICP值/%

82. 292
81. 250
83. 333

PIAW值/kW

1 578. 408
1 536. 106
1 620. 846

Winkler分数

2 807. 120
2 898. 733
2 900. 918

表12　85 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(1
月31日)

Tab.  12　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 85 % confidence (January 31)

方法

VHSKDE（Gaussian）-NSEI

VHSKDE（Gaussian）

NSEI

PICP值/%

76. 042
67. 708
77. 083

PIAW值/kW

1 341. 521
1 129. 080
1 554. 672

Winkler分数

1 957. 851
1 971. 732
2 083. 788
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基于 VHSKDE（Gaussian）-NSEI 方法在不同置

信度情况下仍能够兼顾 PICP与 PIAW 的优良性能，

相较于其他方法得到最优的预测效果。

为 了 验 证 所 提 出 基 于 VHSKDE（Gaussian）
-NSEI组合概率预报模型的泛化能力，本文对训练

集与测试集的数据长度进一步扩充，进行长时间的

预测与评价。仍然采用 SCADA 系统提取的时间间

隔为1 min时间序列数据，利用2022年1月、2月及

3月数据，分别通过上文的方法进行预处理后得到

了 8 640条时间分辨率为 15 min 的风电功率时间序

列数据集（90天）。为了预报 3月 29日、3月 30日及

3月 31日的时长为 72 h，分辨率为 15 min的风电功

率概率预报效果，仍然利用 VMD-LSTM 方法进行

确定性预报，其中数据集中前 83 %（7 200）作为训

练集，时间跨度为 2022年 1月 1日—2022年 3月 16
日，共 75天。后 17 %（1 440）作为验证集，时间跨

度为 2022年 3月 17日—2022年 3月 31日，共 15天。

在概率预报阶段，1 440 个点（15 天）预报结果中，

前 1 152 个点（12 天）作为验证集，对 3 月 29 日、3
月 30日及 3月 31日中 288个分辨率为 15 min时刻进

行概率预报。

在 95 %置信度下，采用 VHSKDE（Gaussian）
-NSEI组合概率预报（3月 29日、30日、31日）对比

结果如图11所示。

从图 11 中可以直观看出采用 VHSKDE（Gauss⁃
ian）-NSEI 方法兼顾了 VHSKDE（Gaussian）与 NSEI
方法的预测性能，预测区间宽度适中，且几乎覆盖

了实际值。

表 13和表 14分别为 3月 29日、30日、31日采

用上述 3 种方法获得的预报区间在 95 %置信度和

85 %置信度下的 PICP 指标、PIAW 指标及 Winkler
指标。

通过 Winkler 指标判定，VHSKDE（Gaussian）
-NSEI方法在不同置信度情况下，所得到的Winkler
分数最佳。因此进一步验证了该预测模型在长时间

尺度预测时具有较强的泛化能力。

4　结论

本文以基于变分模态分解与长短期记忆神经网

络（VMD-LSTM）点预报偏差为基础建立核密度估

计与正态滑动指数迭代相结合的组合概率预报模

型，结合东北沿海风场算例研究，得到精度较高的

风电功率点预报值和预报区间，且概率预报结果更

加准确可靠。主要结论如下。

1）利用 VMD-LSTM 点预报偏差分布特征，采

用多种核密度估计建模，研究发现基于Gaussian核

密度估计效果最佳。

2）利用 VMD-LSTM 点预报偏差分布特征，采

用 NSEI 和 VHSKDE（Gaussian）相结合，兼顾 PICP
与 PIAW的优良性能，显著提升了风电功率概率预

报可靠性和准确性。

3）通过由 Critic、Anti-Entropy、Entropy、Bal⁃
ance 4 种客观权重赋值法进行 16 种组合建模。在

表14　85 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(3
月29—31日)

Tab.  14　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 85 % confidence(March 29—31)

方法

VHSKDE（Gaussian）-NSEI

VHSKDE（Gaussian）

NSEI

PICP值/%

80. 556
81. 250
77. 778

PIAW值/kW

1 275. 959
1 273. 745
1 277. 865

Winkler分数

1 937. 287
1 959. 922
2 002. 350

图11　95 %置信度VHSKDE（Gaussian）-NSEI组合概率预

报对比（3月29—31日）
Fig.  11　Comparison of 95 % confidence VHSKDE (Gaussian)-
NSEI combination probability prediction results(March 29—31)

表13　95 %置信度的核密度混合概率预报模型对比结果(3
月29—31日)

Tab.  13　Comparison results of kernel density mixed probability 
prediction models with 95 % confidence(March 29—31)

方法

VHSKDE（Gaussian）-NSEI

VHSKDE（Gaussian）

NSEI

PICP值/%

91. 667
92. 014
89. 931

PIAW值/kW

1 740. 734
1 741. 038
1 739. 850

Winkler分数

2 684. 253
2 733. 144
2 836. 674
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95% 和 85% 置信度下，采用基于 VHSKDE（Gauss⁃
ian）-NSEI 组合方法可生成兼顾可靠性和准确性的

风电功率预报区间，为 VHSKDE（Gaussian）环节和

VHSKDE（Gaussian）-NSEI 组合环节客观权重赋值

提供重要参考。
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